VI. ECUACION DE PRIMER GRADO

6.1. ECUACION DE UN LUGAR GEOMETRICO

En el capitulo anterior (V), se traté uno de los problemas centrales de la Geometria
Analitica (Discutir una ecuacion) para trazar su grafica, un segundo problema central de la
Geometria Analitica es el que trataremos aqui y consiste en “Dada una curva definida por
ciertas condiciones geométricas, obtener su ecuacion” dando esto origen al concepto de
lugar geomeétrico.

El lugar geométrico de una ecuacion de la forma f(x,y)=0, son todos los puntos
(x, y) cuyas coordenadas x, y satisfacen dicha ecuacion.

Dos numeros reales x, y y, satisfacen a una ecuacion en dos variables de la forma

f(x,y):O, si al sustituirlos en la ecuacion en lugar de las variables x y y resulta una
igualdad verdadera, por ejemplo los numeros x=3 y y=2 satisfacen la ecuacion

x* +y*—13=0, entonces se dice que el punto de coordenadas (3,2) se sitia sobre la grafica
de x> +y*—-13=0, de lo contrario, no lo estaria.

Encontrar un lugar geométrico, equivale a encontrar la ecuacion que lo representa.

Es conveniente describir un lugar geométrico como la trayectoria de un punto P(x,y)
que se mueve de acuerdo a ciertas restricciones debidamente especificadas.

EJEMPLOS

En cada inciso, se pide deducir la ecuacion del lugar geométrico de acuerdo a las
restricciones indicadas.

1) La trayectoria de un punto P(x,y) que durante su movimiento esta situado en el 1°y 3°
cuadrantes a igual distancia de los ejes coordenados x y y.

Solucién

El lugar geométrico de los puntos (x,y) cuyas coordenadas satisfacen las restricciones
dadas, esta representado por la ecuacién x—y=0 6 y = x, cuya grafica se muestra.

¥k
v, G,y Cualquier punto de coordenadas (x,,7,) donde y, = x,, esta sobre
la recta y =x que es la ecuacion del lugar geométrico que resuelve
el problema.
0 T
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2) La trayectoria del punto P(x,y) que durante su movimiento esta situado en el 2° y 4°
cuadrantes a igual distancia de los ejes coordenados.

Solucién

El lugar geométrico de los puntos (x,y) cuyas coordenadas satisfacen las restricciones del
problema, esta representado por la ecuacién x+y=0 6 y =—x cuya grafica es:

¥ A
) v, Cualquier punto de coordenadas (x,,y,) donde y, =-x,
estd sobre la recta y=-x que es la ecuacion del lugar
geométrico que resuelve el problema.
-
Ky J M

3) La trayectoria del punto P(x,y) que durante su movimiento esta situado en el 1° y 3°
cuadrantes y en el 2° y 4° cuadrantes a igual distancia de los ejes coordenados.

Solucién

El lugar geométrico de los puntos (x,y) cuyas coordenadas satisfacen las restricciones

dadas, esta representado por la ecuacion (x—y)x+y)=0 6 x* —y* =0, esto es, por las dos
rectas y=x y y =—x cuya grafica es:

Cualquier punto de coordenadas (x,,y,) donde y, =-x,

(¥ Yo
" o - estd sobre y =-x, cualquier punto de coordenadas (x,,y,)
1

donde y =x, estd sobre la recta y=x, que son las

= ecuaciones del lugar geométrico que resuelve el problema.
X

4) ;Cual es la ecuacidon de la trayectoria del punto P(x,y) que durante su movimiento,
equidista de los extremos de un segmento de recta A(x,,y,), B(x,y;).

Solucidn

Recordar que la palabra equidistar significa igualdad de distancias, por lo que las distancias
AP = BP, lo que algebraicamente es:

\/(x_xA)z +(y_yA)2 :\/(X_XB)2 +(y—y3)2
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Elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando y simplificando términos semejantes:
(= + =y, ) = (=2, ) + =y, )
x? —2xx, +xf1 +y° -2yy, +y/24 =x’ —2xx, +x§ +y° —2yy, +y§
2xxy =2xx,+2yy, —=2yy, erf1 erf1 —xé —yé =0
2x(xy = x, )+ 20(vy =y, )+ x5+ Vi —xp =y =0
Esta ultima expresién es la ecuacion del lugar geométrico con las restricciones dadas.

5) Obtener la ecuacién de la trayectoria del punto P(x,y) que durante su movimiento, se

“* ”

encuentra a la misma distancia “»” del punto 4(x,,y,).

Solucién

113 ”

Si en la trayectoria del punto P(x,y), este siempre se encuentra a la misma distancia “»” del
punto 4(x,,y,) entonces: AP =r, esto algebraicamente es:

Jx=x, +(y-y,) =r, elevando ambos miembros, desarrollando y ordenando términos se

tiene:
2

(=2, ) +(y=p,) =r
xP=2xx, +x> 4y =2yy, 4y —r’ =0
x4yt =2x,x=-2y,y+x.+yi—r’=0

Esta ultima expresién es la ecuacion del lugar geométrico del problema.

EJERCICIOS

En cada inciso deduzca la ecuacion del lugar geométrico.

1) La trayectoria de un punto P(x,y) es tal que durante su movimiento se conserve siempre
equidistante de los puntos A(-2,1) y B(4.5).

2) La trayectoria de un punto P(x,y) es tal que durante su movimiento se encuentra a la
distancia » =3 unidades del punto A(2,-1).

3) La trayectoria de un punto P(x,y) es tal que se mueve sobre una linea recta que pasa
por el punto 4(3,-2) y tiene pendiente m = 2.
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4) La trayectoria de un punto P(x,y) es tal que durante su movimiento, su distancia al eje
“y” es igual a su distancia con el punto A(3,0).

5) La trayectoria de un punto P(x,y) es tal que durante su movimiento estd 2 veces mas
alejado del eje “ y” que del punto 4(3,0).

6.2. DEFINICION DE RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO

El objetivo fundamental de la Geometria Analitica es el estudio de las ecuaciones
algebraicas de la forma f(x,y): 0, en el presente capitulo y en los siguientes continuaremos
su estudio con ecuaciones algebraicas de la forma siguiente:

Ax+By+C=0 Y
Ax> +Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (IT)
Ax* + Bx’y+Cxy” + Dy’ + Ex* + Fxy+Gy> + Hx+ Iy +k =0 (T}

En donde A4,B,C,D,... son numeros reales y son los coeficientes numéricos de las

ecuaciones. La ecuacion I} se llama “ecuacién general de primer grado”, donde 4 y B no
pueden ser simultdneamente cero. La ecuacion (II] se llama “ecuacion general de segundo
grado”, donde 4,B y C no sean simultaneamente cero. La ecuacion (I} se llama “ecuacion
general de tercer grado”, donde los coeficientes 4,B,C y D no sean simultaneamente cero.
Las ecuaciones de grados mayores se expresan de forma analoga.

Es conveniente aclarar que en este libro se estudiaran unicamente las de las formas
Ty (o

Definicion.

El lugar geométrico de una ecuacién de primer grado A4Ax+By+C =0 es una linea
recta y reciprocamente, toda linea recta se determina por una ecuacién de primer grado.

e Se dice que toda ecuacion de la forma (I} es lineal.

6.3. ECUACION DE UNA RECTA CONOCIDOS:

a) DOS PUNTOS.

b) LA PENDIENTE Y UN PUNTO.

c) LA PENDIENTE Y LA ORDENADA AL ORIGEN.

d) LAS INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENADOS.
e) LA DISTANCIA AL ORIGEN Y UN ANGULO.
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a) Ecuacién no perpendicular al eje

[{pat)

X" de una recta que pasa por dos puntos conocidos.

v & Sean P(x,,y,) y P,(x,,y,) los dos puntos cuyas coordenadas
se conocen, la pendiente de la recta que pasa por estos dos
F'
2
l!lll | 1 - . .
: p puntos es m=22_21 consideremos un punto cualquiera
y , Yo Xy =X
R &o JL‘“'?‘ P(x,y) situado sobre la misma recta, la pendiente de la recta
l!III ----T H [13 ”
‘ - que pasa por P(x,y) y P(x,,y,) es la misma “m” o sea:
T
T vy YTy YT TN grreglando esta dltima expresion
! : X — X, X—Xx,  X,—X
. X—X - , T
¥y como sigue: 1 - Y7V es mas practico recordarla y

Xy =X Vo=

aplicarla para obtener la ecuacion de la recta pedida como se muestra en los siguientes

ejemplos.

EJEMPLOS

En cada inciso, hallar la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos dados.

1) P(2.-3), P,(5.4)

Solucién

Sustituyendo las coordenadas de los puntos P, y P, en la expresion

X=X _Y=h .

Xy =X Vo=

x-2 y+3 x-2 y+3

5.2 443 3 7

7(x-2)=3(y+3); Tx-14=3y+9

7x-3y—-23=0 es la ecuacion buscada.

2) A(-2,-1), B(4,-4)

Solucién

X—Xp _ V=Yg x—4=y+4

; ; 3x—12=-6y—-24
Xg—=Xp Ya—DVs -6 3

3x+6y+12=0 es la ecuacion buscada.
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3) D(-3,3), E(4,2)

Solucidn

X=X _ V= )Ve . x_4:y_2. 1(x—4):—7(y—2)

Xp=Xg Vp=Yp 7
x—4=-Ty+14 ; Ty—-14=0
x—7y+10=0 es la ecuacion buscada.
4) F(5,5), G(4,-2)
Solucion

X=X _ V=YVe x4 _y+2,

7(x—4)=1(y+2) y Ix—=28=y+2

Xp=X¢ VP~ D)o 1 7
7x—y—-30=0 es la ecuacion buscada.
5) H(0,0), 1(3,5)

Solucién

= YT x_3=y_5; —5(x=3)=-3(y-5); —=5x+15=-3y+15
Xp =X Yu =V -3 -5

5x—-3y =0 es laecuacion buscada.

EJERCICIOS

En cada inciso, hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados.
1) A(-23), B(4,-1)
2) C(-11), D(2,4)
3) A(-4.0), B(2.1)
4) 0(1,1), R(3.3)

5) M(-2,-4), N(-L4)
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b) Ecuacién de una recta (no perpendicular al eje “x”) conocidos su pendiente y un punto.

Sean “m’”y Pl(xl,yl) la pendiente y un punto conocidos de la recta, considerando un
punto cualquiera P(x,y) situado sobre la misma recta, la pendiente de la recta que pasa por
los puntos P(x,y)y P(x,,y,) es la misma “m”, esto es:

Y= _ | escribiéndola como y— y, = m(x—x,) es la ecuacion buscada.
X—X,
Llamada ecuacién “punto —pendiente”
EJEMPLOS

En cada inciso, hallar la ecuacién de la recta conocidos su pendiente y un punto de
ella.

1) R.2), m=>

Solucion
Si y—y, =m(x—x,), sustituyendo los valores conocidos se tiene:
y—2:§Cv%);xy—Zyzﬂx—D;3y—6=2x—2
2x-3y+4 =0 es la ecuacion buscada.
2) A(-2,-3), m=1
Solucion

y+3=1(x+2); y+3=x+2
x—y—-1=0

3) 0(0,0), m=-2

Solucién
y-0=-2(x-0); y=-2x
2x+y=0
4) B(2,2), m=0
Solucién
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En la seccion 4.9 se dijo que si la pendiente de una recta es nula, se trata de una recta
paralela al eje “x” (es horizontal). En este caso, observamos que la ecuacién de toda recta
horizontal sera de la forma y =5, donde el valor “»” es donde la recta interfecta al eje “y”

(se llama ordenada al origen) esto indica que cualquier punto sobre una recta paralela al eje
“x” (horizontal) el valor de su ordenada siempre sera “b”.

y-2=0(x-2); y-2=0
y=2

5) C(4,-2), m= L
2
Solucion

y+2=—;(x—4) 2y +2)=—-1(x—4); 2y+4=—x+4

x+2y=0

EJERCICIOS

En cada inciso, hallar la ecuacién de la recta conocidos su pendiente y un punto de

ella.

3
1) P(-2,-1), m=—
2) P(53), m=-1
3) R03), m=-
4) P,(4,0), m=2

1
5) P.(-3,-2), m=

¢) Ecuacion de una recta (no perpendicular al eje “x”) conocidos su pendiente y la ordenada
al origen.

vk Este caso es similar al anterior del inciso b), donde Pl(O,yl) es el

/ punto de interseccion de la recta con el eje “y” y “m” su pendiente,

P0.b) ¥, es la magnitud de la ordenada al origen de coordenadas y se
1=

/ﬁ acostumbra denotarla con la letra “5” 0 sea que P,(0,b).

Y
E
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Aplicando la expresion y—ylzm(x—xl), sustituyendo valores, simplificando y
ordenando términos se tiene:

y—bzm(x—O); y—b=mx ; y=mx+b

o bien mx—y+b=0 que es la ecuacion buscada.
Llamada “ecuacion de la forma pendiente-ordenada al origen”.

EJEMPLOS

En cada inciso, obtener la ecuacién de la recta conocidos su pendiente y la ordenada
al origen.

1
1) Pl(oa?’)’ m :Z

Solucién

Sea y =mx+ b, sustituyendo los valores conocidos se tiene:

y:ix+3 0 Allx—y+3=0 0 x—4y+12=0

2) 4(0,-2), m=3

Solucion
y=mx+b ; y=3x-203x-y-2=0
1
3) B(O,j, m=-1
2
Solucion
=mx+b ——1x+l' ——x+l
Y » Y 5 y )
o] x+y—;:0 0 2x+2y-1=0
4) €(0,0), m=1
Solucion

y=mx+b ; y=Ix+0; y=x 6 x—y=0

5) bzé, m:—l
4 3

Solucion

1 5.1 5 ,
=mx+b ; y=—x+—0 —x+y——=004x+12y-15=0
Y Y 3 4 3 Y 4 Y
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EJERCICIOS

En cada inciso, hallar la ecuacién de la recta conocidos su pendiente y su ordenada al
origen.

1) P(0,-3), m=-4

2) b=2, m=f
3
3) 4(0,-1), m=0
4 b=-2, m=-"
3 2

5) B(O,Sj, m=3
3

d) Ecuacion de una recta conocidas las intersecciones de la recta con los ejes coordenados.

Este caso es similar al del inciso a) donde se conocen las

vy coordenadas de dos puntos de la recta, en este caso, sean P,(a,0) y
pL(0,b) P,(0,») los puntos donde la recta cruza al eje “x” y al eje “y”
h{ P,(a,0) respectivamente. Aplicando la expresion 1 = 2~ del inciso
D\_\,_,r'\ }'{" X=X V=N
a a) y sustituyendo los valores de las coordenadas de los puntos
: , - -0 L
conocidos, se tiene: ;)C a :h ; simplificando y ordenando
_a —
términos, rma_y ; L4 ; *+2Y =1 esta ultima es la ecuacion buscada, donde “a”
-a b a a b a

es la magnitud de la interseccion de la recta con el eje “x” y “b” es la magnitud de la
interseccion de la recta con el eje “y”.

EJEMPLOS

En cada inciso, obtener la ecuacién de la recta, conocidos las intersecciones con los
ejes coordenados.

1) £(3,0), P,(0,-1)
Solucién

Sea Y+2 =1 , entonces §+ ll =1 6 haciendo operaciones, x—-3y-3=0

a b -
2) a=-2,b=3
Solucién

£+f:] : L+X:1 ; 3x—-2y+6=0
a 2 3
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3) 4(0,4), B(2,0)

Solucién

4) b=-5,a=-3

Solucion

X le : i+%:1 ; Sx+3y+15=0

5) £(0--1), P,(4.0)

Solucién
el ; LS A ; x—4y—-4=0
a b 4 -1
EJERCICIOS

En cada inciso, hallar la ecuacidon de la recta, conocidas sus intersecciones con los
ejes coordenados.

1) P(-1,0), P,(0.3)

2)a=3,b=-3
3) 4(0,2), B(4,0)
4 b=3,a=5

5) £(1.0), P,(0.-4)

e) Ecuacién de una recta conocidos la distancia al origen y un angulo.

¥ | Consideremos una linea recta “ L” cualquiera y otra recta
“L,” llamada normal perpendicular a “L” que pasa por el

origen de coordenadas O, la magnitud del segmento OP
es “p”y “a” es lainclinacion de la recta normal “L,”, la

pendiente de la recta “L,” es m, =tana y como la recta
“L” es perpendicular a la recta “L,”, su pendiente es
L _P(pcostupsenc  reciproca y de signo contrario a la pendiente de “L,” o

; sea que la pendiente de la recta “L” es —
*\0‘ i tan
0 pCosc * si las coordenadas del punto P son (pcosa,psena),

=—cota,
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aplicando la ecuacion del inciso b) y -y, :m(x—xl), sustituyendo valores y ordenando se

tiene:

co8a (x— pcosa)

y— pseno = —Cota(x—pcosa) , y— psena = —
sena

—xcosa+ pcos’a 2
; Sena(y—psena): —XxXcosa + pcos” a
senc

y— psena =

ysena — psen o = —xCosQ + pcos’ @ ; XCOSa + ysena = p(senza +cos’ a)

como sen’a+cos’a=1; xcosa + ysena = p

xcosa + ysena — p =0 es la ecuacion buscada y se le llama ECUACION NORMAL de la recta
L.

Nota: En este caso si o =90°, se trata de una recta paralela al eje “x” (horizontal), si a =0°,
se trata de una recta (vertical) paralela al eje “y ”.

EJEMPLOS

En cada inciso, obtenga la ecuacion de la recta en forma normal conocidos la distancia
al origen “p” y su angulo “a”.

1) p=5, a=30°

Solucién

Si xcosa + ysena — p =0, sustituyendo valores se tiene:
xc0s30° + ysen30° —5=0

NCO

P x+—y-5=0

2 7Y

6 Bx+y-10=0
2) p=4, a=135°

Solucién

1 1
Si xcosa+ ysena—p=0; xcos135° + ysenl35° —4=0; ——x+—y—-4=0
ener ’ 2R

—x+y-4/2=006 x-y+4/2=0
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3) p=1, a=200°
Solucion

Si xcosa + ysena— p =0 ; xc0s200° + ysen200° —1=0
—0.94x-0.34y-1=0 6 0.94x+0.34y+1=0

4) p=25, a=278"
Solucién

Si xcosa + ysena—p =0 ; xcos278" + ysen278" —2.5=0
0.14x-0.99y-2.5=0

5) p=3, a=40°
Solucién

Si xcosa + ysena—p =0 ; xcos40’ + ysend0’ -3 =0
0.77x+0.64y-3=0

EJERCICIOS

En cada inciso, obtenga la ecuacion de la recta en forma normal conocidos la distancia
al origen “p” y su angulo “a .

1) p=1.7, a=50°
2) p=3.5, a=120°
3) p=2, a=190°
4) p=42, a=270°
5) p=0, a=90°

6.4. FORMAS DE LA ECUACIQN DE LA RECTA:
GENERAL, SIMPLIFICADA, SIMETRICA Y NORMAL

A la forma en que se escribe la ecuacion de primer grado Ax+ By+C =0, se le llama
FORMA GENERAL de la recta, donde A4,B y C son cualesquiera numeros reales pero 4 y
B no pueden ser simultaneamente cero.

Si B=0, entonces A#0 y la ecuacion queda Ax+C =0, despejando “x” se tiene
xX= —%, es la ecuacion de una recta vertical (donde —% =a es la interseccion de la recta con

el eje “x”), si a=0 entonces x =0 es la ecuacion del eje “y”.
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Si A=0, entonces B=#0 y la ecuacion queda By+C =0, despejando “y” se tiene
y :—%, es la ecuacion de una recta horizontal (donde —%:b es la interseccion de la recta

coneleje“y”),si b=0 entonces y=0 es la ecuacion del eje “x”.

Si C=0, entonces la ecuacion queda Ax+ By =0, despejando “y” se tiene y :—gx,

es la ecuacion de una recta que pasa por el origen de coordenadas 0(0,0) (donde —§=m,

es la pendiente de la recta).

En la forma general si B =0, al despejar la “y” se tiene: y = —Ax—g, denotando por

A C : ., L
m= 3 y b= 3 se tiene que y=mx+b, a esta expresion se le llama ecuacion de la recta

en FORMA SIMPLIFICADA o FORMA PENDIENTE-ORDENADA AL ORIGEN.

Si la forma general Ax+By+C=0 con 4,B y C=0, la expresamos como

Ax+By=—-C 'y dividiendo ambos miembros por —-C se tiene: Aé+ B)é = _g

X y C C , Xy .
——+—-=1 denotando por a=—— b=—— se tiene —+-—=1 a esta expresion se le
¢ C P A y B a b P

A B

llama ecuacién de la recta en FORMA SIMETRICA, donde el significado geométrico de “a”
es la interseccion de la recta con el eje “x” y “b” es la interseccion de la recta con el eje “y”

(ver seccidn 6.3 d)).

En la seccién 6.3 e) de este capitulo VI, obtuvimos la ecuacién de la recta en su
FORMA NORMAL: xcosa + ysena — p =0 y se recomienda reestudiarla.

EJEMPLOS

En cada inciso, se da la forma general de la ecuacion de una recta y se pide obtener
las formas simplificada, simétrica y normal de la misma recta y dibuje su grafica.

1) 2x-3y+1=0

Solucion
Si m:—é:—i:g ; b=—£=—i:l y como y=mx+b es la forma_ simplificada,
B -3 3 B -3 3
~ 2yl
Y 3
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Si a:—i:—l y b—l y como —+%—1 es la forma simétrica, —1+

2 3 a

w\'—‘%

2

Para obtener la forma normal a partir de la forma general, se debe hacer el siguiente analisis:

Si la ecuacion de la recta en forma general Ax+ By+C =0sssll] y la ecuacion en forma
normal xcosa + ysena — p = 0sesl2] determinan la misma recta, sus coeficientes deben ser

proporcionales, lo cual significa que multiplicando todos los términos de la ecuacion 1) por un
factor de proporcionalidad “k”, se tiene que:

kAx + kBy + kC = (cos a)x + (sena)y -p

donde: k4 = COSClvlululnE:I
kB = sena ---':"-1]
kC=-p sssld)

Como nuestro problema es determinar el valor de “k”, elevamos al cuadrado ambos
miembros de 3} y 4} y sumandolos miembro a miembro tenemos:

k*A> +k*B* =cos’ a +sen’a =1
factorizando kz(A2 +Bz):1 y despejando “k ”:

Blees k=————— ;con 4> +B>#0.

Luego entonces, la ecuacién de la recta en forma general Ax+ By+C =0 tiene por
ecuacion en la forma normal:

EF:I--- A X+ B + ¢ IO;A2+BZ¢O

y
++/ A% + B? ++/A* + B? ++/A* + B?

Pero surge la pregunta ¢qué signo se debe usar en el radical? (al comparar 7} con 12),
la respuesta es la siguiente, “se requiere que p >0, por tanto:
i) Si C#0, el signo del radical se toma contrario al de “C
i) SiC=0y B=#0, elradical y “B” tienen el mismo signo.
iii) Si C=B=0, elradicaly “4 “tienen el mismo signo.

L )
Ahora si, continuando con el ejemplo, si la ecuacién general es

! 2x-3y+1=0, como “C” es positivo el radical debe ser de signo
contrario, entonces: k = y la ecuacion

] x/ f
b=1
i - en forma normal es:
s - f f f
1 /g.:-% x

donde « = cosl[—zj =123.69° ; p= 1 o028
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2) 3x+4y-2=0

Solucion
'_III". Sim:—é:—é;b:—gz—lzl -a:_gz_;zzg
B 4 B -4 2 A 3

1 3 1 . o
entonces y = _Zx+5 es la forma simplificada.
_1
2
\ y=—+4+-=1 es laforma simétrica.
1 1 1

Como “C” es negativo k = = ==
RO R
3 4

1
~“x+—-y——-=0 eslaforma normal.
5 5 5

W N =
N | — <

3) 5x-2y=0

Solucién

i 4 Sim:_é:_izé;b:_gz_izo-a:_g:_gzo
B -2 2 B -2 A

entones y = Zx es la forma simplificada.

No existe forma simétrica porque tanto «a =0 como »=0 y no se puede
dividir entre cero.

e COMO“C=0"Yy B#0; k=
0 2y

1 _ 1 _ 1
—laeB 5P (2 20

2
+—— =0 es la forma normal.

5
29 " 29

5 5
4) " x—"y+5=0
)4 37

Solucién

¥ & Si la ecuacion dada, la multiplicamos en ambos miembros por 12 se

tiene 15x-20y+60=0, ecuacidon que es equivalente a la original,
b=3
donde: m:—é=—£:é : b=—£:—ﬂ=3 : az_gz_ﬂz_
-20 4 B -20 A 15
3 o
e g o entonces y =Zx+3 es la forma simplificada.

%4‘% =1 es la forma simétrica.
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Como C>0, k= ! =- ! = !

a7 +B Jisp+(-20p 25
1520 60 3 4 12

——x+—y—— =0 simplificando: —=x+—y—-—=0 es la forma normal.
25 25 25 5 5 5

5) x+2y+4=0
Solucién
B 2 B 2 A 1
" y= —;x—z es la forma simplificada.
\}4 = % 4+ Y 1 eslaforma simétrica.
= 4 -2
\ Como C>0, k ! ! ! entonces:
|:|:-2 , = = — = —— .
s a2+ Jap+r 5
—Lx—i —— =0 es laforma normal
5T B

EJERCICIOS

En cada inciso, dada la forma general de la ecuacion de una recta, se piden las formas
simplificada, simétrica y normal de la recta dada y dibuje su grafica.

1) -3x+2y-1=0
2) 4x-3y+2=0
3) 2x+5y=0

4 3
4) —x+=-y-4=0
)5 sV

1 1
5 - —x+_-y+1=0
) Xty

6.5. ECUACIONES DE: LAS MEDIANAS, MEDIATRICES Y
ALTURAS DE UN TRIANGULO, SUS PUNTOS DE INTERSECCION
Y RECTA DE EULER

Iniciemos esta seccién definiendo la geometria de cada uno de los conceptos del tema
en cuestion:

e Las medianas son rectas que parten de cada vértice de un triangulo al punto medio
del lado opuesto.

Las 3 medianas de un tridngulo se intersectan en un mismo punto “G ” llamado “centro
de gravedad” (baricentro o gravicentro).
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e La mediatriz de cada lado del triangulo es la recta que parte del punto medio de cada
lado y es perpendicular a este.

Las 3 mediatrices de un triangulo se intersectan en un mismo punto “C” llamado
“circuncentro” (centro de un circulo que circunscribe al triangulo).

e lLas alturas de un triangulo son las rectas que parten de cada vértice y son
perpendiculares a su lado opuesto.

Las 3 alturas de un triangulo se intersectan en un mismo punto “H” llamado

“ortocentro”.

e Los 3 puntos G,C y H se localizan sobre la misma recta, llamada “recta de Euler”.

Fecta de Euler

EJEMPLOS

AA,,

Medianas

Mediatrices

Alturas

Los puntos 4(0,0), B(7,-3) y C(4,7) son los vértices de un triangulo, hallar lo que se

pide en cada inciso:

1) Las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de interseccién “G”,

haga un dibujo del problema.

o Las coordenadas de los puntos medios de cada lado del
7 triangulo:
Xp+Xo Vgt Ve 7+4 =347 11
AM ) = s = 772
2 2 2 2 2
B
a B Xyt Xe Yatye ) (0+4 047 21
g o272 272 "2
£: C X,+Xg Yy+tyg | (047 0-3) (7 3
o : — " 2 7 2 2 7 2 27 2
E
Chpy
3 B

162



. . . . X—X —
Ecuaciones de las medianas: con la expresion Lo YN

de la seccion 6.3 a)

Xy =Xy Vo= W

Mediana A4, : lxl_o :;_O : %z% D 4x=11y ;|4x-11y=0
0 - i
2 2

x=7 y+3 x-7 2y+6

Mediana BB,,: = X ; 13x—-91=-10y-30 ;|[13x+10y—-61=0
vio 777 ~5 13 4 “ ‘
—+3
Mediana CC,,: x—4 _ y=7 : x—4_y-7 : x—4_y-7 : l7x—y—61=0‘
7 3 [T A R
Ty 27 - _7
2 2 2

Para obtener las coordenadas del punto de intersecciéon “G” de las 3 medianas,
elegimos dos cualesquiera de las ecuaciones de las medianas y las resolvemos como un
sistema de ecuaciones simultaneas por cualquiera de los métodos de solucién:

Sean A4,,: 4x—-11y=0
BB,,: 13x+10y-61=0

Por el método de sustitucion, de A44,, despejamos la y :;"lx y la sustituimos en la

ecuacion BB,,, 13x+10(;41xj—61 =0 y resolvemos para x: 143x+40x—-671=0

183x =671 ; x:131

: 11 4
sustituyendo este valoren y = ;41(131] = : por lo tanto G(j .

2) Las ecuaciones de las mediatrices y las coordenadas de su punto de interseccion “C”,
haga un dibujo del problema.

Solucion
¥ | ,
. L Las coordenadas de los puntos medios de cada lado ya se
calcularon en el inciso anterior: 4, (lzlzj B, (29
By c,[ -3
3 M(z’ 2
2 Corl A Las pendientes de cada lado del triangulo son:
A IadoAB:m:yB_yA:_3_0:_§
T : > }l{- X,—x, 7-0 7
G
3 B 163




lado BC: m=2c~Ys _7+3_ 10
Xe—xz 4-7 3

lado CA: m=Fa"Ye _0=7_7
x,—x. 0-4 4

Ecuaciones de las mediatrices.

Mediatriz 4,,C : su pendiente es reciproca y de signo contrario a la pendiente del lado BC, o

sea m:130 y pasa por el punto AM(IZI,ZJ, aplicando la expresion y—y, :m(x—xl) de la

seccion 6.3 b) se tiene: y—2:i x—E ;y:ix_ﬁJr@
10 2 10 20 20
SN
Y7107 20
Mediatriz B, C: m=—-—+, B, |27
7 2
7__4 4 8 7
——=——W=-2); y=-2x+_+—
y Sx=2)5y s
_ 4,65
Y 7 14
. 7 7 3
Mediatriz C,,C: m=_, C,,| -,—=
w T M(z 2)
3 7 7 7 49 3
2 3 2 3 6 2
Y7373

Coordenadas del punto de interseccion “C” de las 3 mediatrices.

3 7
Sean 4,C: y="x+—
v Y07 0
7 29
c,C.y=—x——
M Yy 3 3
. . .3 7 7 29 3 7 29 7  9x-T70x —580-21
Por el método de igualacion = x+—=—x—— ; ~—x——x=————; =
10 20 3 3 10 3 3 20 30 60
- 1 22
18x—140x = 601 ; x= 001 _ 601 77610} 29 . 223 C[60,3j
122 122 30122 3 122 122 122
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3) Las ecuaciones de las alturas y las coordenadas de su punto de interseccién “H”, haga
un dibujo del problema.

Solucién
i | o Ecuaciones de las alturas.
7
Altura AH : es perpendicular al lado BC, su pendiente es
m :13;) y pasa por el punto 4(0,0), si y—y, =m(x—x,)
3 3
y—Oz—{x—@;yz—fx
4 10 10
A o=
u 5 7
* Altura BH : m:—j, B(7,-3) ; y+3=—3(x—7)
£ B 4 4
=——x+4-3;|ly=—_x+1
4 7 d 7
7 7 7 28 7 7
Altura CH: m=—_, C47); y-T=—(x-4) , y=—-x——+T7 ; |y=_x——
3 CAT) 5 y=T=2(x=4) 5 y=_x-7 y=Es

Coordenadas del punto de interseccion “H ” de las 3 alturas.

Sean AH: y :ix
10

BH : y=—3x+1

Por el método de igualacion: 130x=—4x+1 X ierﬂx:I 1 21x+40x=70 ; 61x=70 ; x:7—0

7 10 7 61

21
Sustituyendo en y=i 70)_21 H(m’j
10\ 61) 60 61 6l

4) Obtenga la ecuacion de Euler.
Solucién
Ecuacion de Euler.
373 61761

que pasa por los puntos H y G es la misma que la que pasa por los puntos H y C,
entonces los 3 puntos G,H y C estan sobre la misma recta:

Sean las coordenadas de G(” 4}, C(fzozlfzzg H(m 21}; si la pendiente de la recta
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Eligiendo cualquiera de los 3 puntos, por ejemplo G(

4 21

b Yo~ ¥u _ 3 61 _181

" xg-x, 1170 461
3 6l
2321

m = Ye~Vn 122 61 _ 181

" xe—x,  601_70 " 461
122 61

y COMO m _ 181 se tiene

1 461
4 181 1) . 181 I81(11) 4 181 49
y——=—-|xX-——|,y=—x——-| — |+t |\Y="1X—"
3 46l 3 461 461\ 3 ) 3 461 461

114j
373

5) Los vértices de un triangulo son A4(6,4), B(3,0) y C(~1,3), obtener las ecuaciones de las
medianas, las mediatrices, las alturas y las coordenadas de los puntos G,C y H, asi
como la ecuacion de Euler y hacer un dibujo del problema.

Solucion

=
a1 0 123}5455}{

Pendiente de cada lado del triangulo:

Lado AB: m=2s Y4 _0-4
X;—x, 3-6
Lado BC: m=2c =Yz _ 370
Xo—x, —1-3
LadoCA:m:yA_yC:4_3:
X, —x. 6+1
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A4, xB+xC’yB+yC _ l,é
2 2 2

B Xy tXe Yutye) (57
M b - )

2 2 22

c, xA+xB’yA+yB _ 2’2
2 2 2



Ecuaciones de las medianas:

Mediana 44, : X0 _7=% . x=6_2y=8 r5"m%
-6 3_, -5 -5
2
Mediana BB,,: 3.7 O,x 3:y,7x+y—21=0‘
5 7 1
2.3 L_90
2 2
Mediana cc,,: Xt1_¥=3 . 2x+2_y=3 [2x 11y —31=0]
9 2-37 11
5+1

Coordenadas del centro de gravedad “G .

Sean AA4,,: x-2y+2=0
BB, : Tx+y-21=0

de 44,,, x=2y -2 ; sustituyendo en BB,, se tiene: 7(2y —2)+y—-21=0 ; 14y—14+y—-21=0

8 7
y:z sustituyendo en x:2(7j—2 ; x:§ G(j
3 3 3 33
Ecuaciones de las mediatrices.
i 4 3
Mediatriz 4,,C: m =§ y pasa por 4,, 1,5
E SN SN U e 0 N
Y773 Y33 T3 e
i 57
Mediatriz B,,C: m =—-7 y pasa por BM(2,2J
y—Z:—7[x—j y y==1 +—+z |y =-Tx+21
i 3
Mediatriz C,,C: m =y y pasa por CM(,zj
—2——é x—g ; ——§x+27+E' ——éerﬁ
4 A5 T2) T T s T T T s

Coordenadas del circuncentro “C ”:
4 1

Sean: 4,C: y=—x+—

M Y 3 6

B,C:y=-Tx+21
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Por igualacion ﬂx+l:—7x+21 ; ﬂx+7x:21—l ; élez—5
3 6 3 6 3 6

- 57
R TP - L P
2 2 2 22

Ecuaciones de las alturas.

; xzz; sustituyendo en

Altura AH: m =: y pasa por A(6,4)

y—4::(x—6) ; y::x—8+4 J|y==—x-4

Altura BH : m =7 y pasa por B(3,0)

y-0=-7(r-3):

Altura CH : m = —i y pasa por A(-1,3)

3 3003 3 9
-3=—(x+1); y=—-x—4+3 ,|y=—"x+—
y L)y = a3y =

Coordenadas del ortocentro “H .

Sean AH: y::x—4

BH: y=-7x+21

25

Por el método de igualacion ix—4:—7x+21 ; jx+7x:21+4 ; ?x:25 ; x=3

sustituyendo en y =-7(3)+21; y=0 ..|H(3,0)

Ecuacion de Euler.

Sean G(g,q, C(5,7j y H(3,0)

3°3 2°2
7.7
Ye = Ve _ 2 3

Mge = = =-7
o Xc = X6 §_§
2 3

mGH_yH Yo - §=_7
Xu =% 3_°2
3

Con H(3,0)y m=~7; y-0=-7(x=3) ; [y = —Tx+2]]

168



EJERCICIOS
Los vértices de un triangulo son A(-3,-3), B(3,3) y C(-4,4) se pide:

1) Las ecuaciones de las medianas, las coordenadas de “G ”.
2) Las ecuaciones de las mediatrices, las coordenadas de “C”.
3) Las ecuaciones de las alturas, las coordenadas de “H ”.

4) La ecuacion de Euler.

5) Con los puntos A(-1,0), B(3,0) y C(1,2ﬁ) como vértices de un triangulo, se pide las
ecuaciones de las medianas, las mediatrices, las alturas, las coordenadas de los puntos G,C
y H, la ecuacion de Euler y hacer un dibujo del problema.

6.6. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Este problema consiste en obtener una férmula que nos
permita calcular la distancia del punto P(x,,y,) a la recta

“L” (lamemos con la letra “d ” esta distancia).

P, i, ) Una forma de resolver este problema es la siguiente:
) hagamos pasar por el punto P(x,,y,) una recta “L,”

& paralela a la recta “L” y recordando que la forma normal de
- la ecuacion de la recta “L” es xcosa + ysena — p =0 sesll]

4 apoyandonos con la figura, observamos que la magnitud
0OQ=p+d y puede considerarse como una nueva “p”

para la recta “L,”, con el mismo angulo “«” y que su forma
normal es: x, cosa + y,sena —(p+d)=0, despejando la “d”
se tiene d =x,cosa+ysena—p, que es la distancia dirigida de A a L y que como se
observa, se obtiene con solo sustituir las coordenadas del punto P,(x,,y,) en la ecuacién (1.
Esta distancia “d ” sera positiva si la recta “L” se localiza entre el punto P(x,,y,) y el origen
de coordenadas y sera negativa si el punto P(x,,y,) y el origen de coordenadas se localiza
de un mismo lado de la recta “L".

-
.
-
.
-
.

=¥

Como generalmente la ecuacién de la recta “L” se da en forma general
Ax+ By + C =0, es necesario convertirla a la forma normal (ver 6.4 d)), quedando la distancia

_Ax1+By1+C

++/A* + B?

Sustituyendo las coordenadas del punto Pl(xl,yl) y eligiendo el signo del radical
contrario al de “C”.

“d” como sigue: d
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EJEMPLOS

1) Obtener la distancia del punto P(1,2) ala recta y =2x-5.

Solucion
o Pasando la recta y=2x-5 a la forma general 2x—y-5=0,
I sustituimos las coordenadas del punto P(1,2) en la expresion:
2{ .y
. = g Ax By +C_ 2x-y-5 =2(1)‘(2)‘5=_i=_ﬁ
T 1 53 4 % 47 + B \/(2)2+(—1)2 V5 5
1 d =—/5, el signo negativo es porque el punto P, y el origen se
2 localizan del mismo lado de la recta.
-3
-4
-5
2) Hallar la distancia del punto P,(-2.5) a la recta RANRA
Solucion
v A Pasando a la forma general la ecuacion de la recta
P‘; 5 %4‘%:1, x+4y—4=0 y sustituyendo P,(-2,5) en:
! 4
dj;’ ) _Ax+ By +C _ x+4y-4 _(-2)+4(5)-4 _ 14

—a_: Celeem T (Fe@ s 1 T

5 d= , el signo positivo es porque P v el origen
- N gno p porq 1 Y g

se localizan en ambos lados de la recta.

3) Los vértices de un triangulo 4(-2,1), B(3,-2) y C(4,5), hallar la magnitud de la altura “A”
del vértice “C” sobre el lado 4B .

Solucién
N Obtenemos la ecuacion en forma general del lado 4B :
¥ —
. my =248 = b2 _ 3 y con el punto A(-2.1) se tiene:
X, =X, —2-3 5
* 3
5 y—lz—g(x+2) : 5y—5=-3x—6 ; 3x+5y+1=0, sustituyendo

las coordenadas del punto C(4,5) en la expresion:

170

IR g_Ax By +C _ 3x+5y+1 _3(4)+5(5)+1_ 38
- +4>+ B>~ JB) +(5) ~/34 /34




38 38
comod=h;, h=-—— ="~
34”4

4) La distancia “d” del punto R(Z,k) alarecta L, :3x—-4y—-16=0 es -3, hallar el valor de
“k 1’.

Solucion
i 4 . . Ax, + By, +C
Sustituyendo valores en la expresion d = A TONT
+-/A* + B’

. —3= 3(2)-4lk)-16 despejando “k”; kzmzé

= () +(ay 4 e

entonces Pl(z,ij. El signo -3 indica que el punto A, y el origen

—_

se localizan del mismo lado respecto a la recta L, .

1
\L&KJLD

5) Hallar la distancia “d ” entre las rectas paralelas L, :5x-3y+15=0y L, :5x-3y+9=0.

Solucién

Una forma puede ser la siguiente:

Y h
Obtenemos un punto arbitrario de la recta L,: sea x=0;

5(0)-3y+9=0 ; y=z=3 lo llamamos P£(0,3) y sustituimos sus

coordenadas en la expresion:

_Ax +By +C _ 5x-3y+15 _5(0)-33)+15_ 6

d = = = -
a2+ 5y +(3) /34 34
6
d=———~-1.03
2 10 1 2 3 4 }:’ 34
-1
EJERCICIOS

1) Hallar la distancia del punto P,(4,1) alarecta y :;x+3.

2) Hallar la distancia del punto P,(3,5) a la recta §+§ =1.

3) Hallar la distancia del punto P,(-2.1) a la recta ;x+2y+4 =0.

4) Hallar la distancia “d ” entre las rectas paralelas L, :2x—y+3=0y L, :4x-2y-2=0.

5) Hallar la ecuacion de la recta paralela alarecta L, :3x -4y -6 =0 con d =2 (positiva).
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6.7. ECUACION DE LAS BISECTRICES DE UN TRIANGULO
Y SU PUNTO DE INTERSECCION “7” (INCENTRO)

Como una aplicacion mas de la forma normal de la ecuacién de una recta, se muestra
como puede obtenerse la ecuacion de una bisectriz. Por geometria elemental, se puede decir
que una bisectriz es la recta que divide a un angulo en dos angulos iguales:

Por definicion se tiene que: “La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de todos
los puntos que equidistan de los lados del angulo”.

Consideremos dos rectas:

(L) Ax+By+C=0 vy

(L')... Ax+B'y+C'=0

que se cruzan en un punto formando dos
angulos suplementarios 6 y 6'=180°-4,
suponemos que las rectas “/” y “/'”" son las
bisectrices de 6 y ' respectivamente,
consideremos un punto cualquiera M(x,y)
sobre la bisectriz “/” y segun la definicién, la
distancia del punto M a la recta L (d,) debe
ser igual a la distanciade M a L' (d,), o sea
que d, =d,, aplicando el concepto de
distancia de un punto a una recta, se tiene que:

_Ax+By+C A'x+B'y+(C'

SN EINY- ERN I &

Esta ultima expresion, proporciona la ecuacion de la bisectriz “1” del angulo 6 y para
obtener la bisectriz del angulo suplementario &', simplemente se cambia el signo de uno
cualquiera de los dos miembros de la expresion {1} y se debe cumplir que “las bisectrices de
los angulos adyacentes suplementarios son perpendiculares entre si”.

d

—d, eeell)

EJEMPLOS

1) Obtener las ecuaciones de las bisectrices de los angulos suplementarios formados por
las rectas (L)... x—2y+2=0y (L')... 2x—y-3=0
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Solucién
i Suponemos un punto “M ” cualquiera sobre la bisectriz

3':5 “1”, entonces las distancias de M a L (d,)ylade M a
. L' (d,)son:
p o x—2y+2  x-2y+2
3 B ) S
2

/,) J - 2x-y-3  2x—y-3

, = -

e ey« 5

|
P
A 3

En las dos distancias d, y d,, el punto M vy el origen de coordenadas se localizan en ambos

lados respecto a cada recta L y L', por lo tanto son de signo positivo y como d, =d, se
tiene:
(a)... x=2y+2 2x-y-3

5 b

simplificando y ordenando: —x+2y—-2=2x-y-3

‘3x—3y—1 =0|es la ecuacion de la bisectriz “/” .

Para obtener la bisectriz /', cambiamos el signo a uno de los dos miembros de la
expresion (a):

Sea _(x_ 2y + zj _2x-y-3 y simplificando se tiene:

-5 NG
es la ecuacion de la bisectriz /'.

despejando de la bisectriz “/” a: y = x—; y de la bisectriz I' y=-x+5, se observa que las

pendientes son reciprocas y de signo contrario: m, =1 ; m, =-1, por lo tanto si son dos
rectas perpendiculares entre si.

Los vértices de un triangulo son 4(-1,3), B(3,-3) y C(-4,1), se pide:
2) Las ecuaciones de las bisectrices de los angulos interiores.
3) Las coordenadas del incentro (/).
4) Demuestre que el incentro equidista de los tres lados del triangulo.

Solucién

Las ecuaciones de los lados del triangulo son:
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Lado  A4B: x+1_ y-3 x+1_y-3
341 -3-3 4 -6

—6x—6=4y—12

6x+4y—-6=0;|3x+2y-3=0

Lado BC: x=3 _y+3 ; X=3 _y+3
4.3 143 7 4
4x-12=-Ty-21
4x+T7y+9=0
Lado c4: *FH vzl oxw4 vyl e 3,3
-1+4 3-1 3
2x-3y+11=0

2) Ecuaciones de las bisectrices:

3x+2y-3  2x-3y+11  3x+2y-3 2x-3y+ll

HORTCENCETCE AN R

—(3x+2y—3)=2x—3y+11 15x—-y+8=0

Del angulo en A4:

Del angulo en B: Sx+2y=3 _Adx+7y+9 . —/5(Bx+2y-3)=4x+7y+9

J13 /65
(4+3/5)+(7+25)y-3/5+9=0

2x=3y+11 4x+7y+9 N
= ; VS(2x =3y +11)=4x+7y+9
5 s (2x=3y+11) y

(254 +B5+7)y+11/5-9=0

3) Coordenadas del incentro (/)

Del angulo en C:

Resolviendo como un sistema de ecuaciones a 2 cualesquiera de las bisectrices, sean:

Sx—y+8=0

(@+3/5k+(7+2/5)y-3/5+9=0

despejando de la primera y = 5x + 8 y sustituyendo en la segunda:

(44305 )+ (7+2/5)5x+8) =35 +9 =0 ; 4x+3/5x+35x+56+10-/5x+16:/5-3./5+9=0
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(135 +39)c =—13/5-65 ; x= ~135 65 ;4

13-/5+39

sustituyendo este valoren y = 5[ ~1.1

~13/5-65
TP TR0
13-/5 +39

~I(-1.4,1.1)
4) ; El incentro equidista de los 3 lados del triangulo?

Calculando la distancia del punto /(—1.4,1.1) a cada uno de los lados del triangulo se tiene:

3x+2y-3 _3(-1.4)+2(1.1)-3

Con el lado 4B: ~1.4
J12 J12

Con el lado BC: 4x+7y+9 _ 4-1.4)+7(1.1)+9 14
— /65 — /65

Con el lado CA 2x=3y+11 _ 2(-1.4)-3(1.1)+11 14
13 - 13

Por lo tanto, el punto 7(~1.4,1.1) equidista de los 3 lados del triangulo y es el centro del
circulo inscrito al triangulo.

5) Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo 6 formado por las rectas
(L)... x=2y-6=0y (L)... x—4=0.
Solucién

Suponiendo que el punto M se localiza sobre la
¥ 4 bisectriz del angulo agudo é, se observa que el punto

4 “M”y el origen “O” estan del mismo lado de la recta L
5 y el punto “M” y el origen “O” se localizan en ambos
5 lados de la recta L' por lo que d, es positivo y d,
1 negativo como sigue:
NI x—2y-6 x—4
-1 - 2y —6=— _
_2 ’ NG (ﬁj,x 2y—6 xE(x 4)
2

x—2y—-6=—/5x+4/5

(1 +ﬁ)x ) (6 + 4ﬁ)= 0|es la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo 4.
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EJERCICIOS

1) Obtener las ecuaciones de las bisectrices de los angulos suplementarios formados por
las rectas que unen los puntos 4(0,4), B(4,0) y €(0,7), D(1,0).

2) Obtener la ecuacién de la bisectriz del angulo agudo 6 formado por las rectas
L)... 2+2=1y (L,)... y=Tx+7.
5 5
3) La recta (Z,) pasa por el punto 4(1,-1) y tiene pendiente m, =i y la recta (L,) pasa por

el punto B(— 1,-6) y tiene pendiente m, = : se cruzan formando un angulo agudo 4, hallar la

ecuacién de su bisectriz.
- ., 5 15 1 3 ,
Los vértices de un triangulo son 4 5, ] B(S,O) y C 57 ) se pide:

4) Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos interiores.

5) Hallar las coordenadas del incentro (7).

6.8. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS PARALELAS

Para resolver este problema, proponemos 2 formas de hacerlo:

12 Forma. Aplicando la forma normal de la recta , suponemos dos rectas (L)...
xcosa+ysena—p=0 y (L')... xcosa+ ysena — p'=0 paralelas entre si, donde p y
p' son las distancias del origen a cada recta y la distancia “d” entre las dos rectas es
si el origen de coordenadas se localiza del mismo lado de las rectas y

d=\p-p
d = p+ p', si el origen se localiza entre las dos rectas.

22 Forma. Se obtiene un punto Pl(xl,yl) cualquiera sobre alguna de las dos rectas y

se calcula la distancia de éste punto a la otra recta y esta sera la distancia entre las
dos rectas.

EJEMPLOS

En cada inciso, se pide calcular la distancia entre las dos rectas paralelas que se dan.
1) (L)... 2x—y+3=0; (L)... 6x-3y-6=0

Solucion
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12 Forma.

'
& L Recordar que cuando la recta se da en la forma general,
5 C : .
p=—~———_. En estos problemas, el signo del radical se toma de
4 +-/A* +B?
3 tal manera que “p” sea positivo, por lo tanto: con la recta L,
2
1 p= 3 _ 3 y con la recta L',
@) +(1) 5
j/ -1 D/l 2 3 }T —6 6 o) ori | i o |
-1 p'= = =— Yy como el origen se localiza entre las
2 6y +(-3) s s
3 2 5 5
dosrectas, d=p+p'=—+ == ;;ld=—=224
PP s T s s

22 Forma.

Sienlarecta L hacemos x=0; y=3, P(0,3) y calculando la distancia de P alarecta L' se
L [ e ]_ _6(0)+3(3)+6 15 H) 5

N G Va5 3B 4B

1

Recordar que el signo negativo se debe a que el punto P vy el origen estan del mismo lado
respecto alarecta L'.

2) (L)... x+2y-8=0; (L)... x+2y-2=0

Solucion
i 12 Forma.
L ¥
N _3 8
P Con (L):p:—z—
v 2 2
473 0y +@y 5
L. &, N, =22 .
\LK Con (L): p =5 75 como el origen de coordenadas se
i < -
\ = localiza del mismo lado respecto a las 2 rectas,
3 -2 1 012 4
-1 d= ‘p_pv —

8 2| 6 ..
J550 s
22 Forma.

Sien L hacemos x=0 = y=4; P(0,4) y la distanciade P a L' es:

:x+2y—2:O+2(4)—2_ _
e sl

6
NG
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3) (L)... 3x+4y—4=0; (L)... 3x+4y=0

Solucion

v A 12 Forma.
L

3
L -4 4 4

2 Con (L): p= = =—
\p () ~ (3)2+(4)2 25 5

S\ - Con (L) 0 _o, a * o=t

- on(L'): p'=——=0, d=p+p'=—+0=—

3 -2 1_1 1 3 4 0y p \@ ptp 5 5

2

-3
22 Forma.

Sien L hacemos x=0 = y=1 ; P(0,1) entonces la distancia de P a L' es:

g3ty 3(0)+4(1) g4
25 5 ’ 5

4) (L)... 4x-5y+10=0; (L')... 4x-5y-5=0

Solucién
¥4 L 12 Forma.
3]
5 10 10
. Con (L): p= =
4 - (@) + (-5 41
3
-5 5 . .
2 Con (L'): p'= =—, como el origen se localiza entre
il A °
A 10 5 15
1 _ " — ~
s u/ 5 5 e s e IasZrectas,d_p+p_m+m_m~2.3
/-1
-2

22 Forma.

Sien L hacemos x=0 = y=2 ; P(0,2) y como el origen y el punto estan del mismo lado
respectoa L',

~(40)-5(2)-5) 10+5 |,
e i B
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5) (L)... 3x+6=0; (L')... 3x-3=0

Solucién
'
4 6 6
Con(L): p=———=_=2
’ @) +(0) 3
d. 2] .o _
1 Con (L'): p'= jgzizl
2l a9 o1 2 }'{'
1
= '=2+1 d=3
L -2t L d=ptp=2+1;
EJERCICIOS

En cada inciso, hallar la distancia entre las dos rectas paralelas que se dan:

1) (L)... x=y+5=0; (L)... x—y+2=0

2) (L)... x-3y-3=0; (L)... x-3y+6=0
3) (L)... 3x+y-3=0; (L)... 3x+y-1=0
4) (L)... 2x-5y+7=0; (L)... 2x=5y=0
5) (L)... 2y—-6=0; (L')... 2y-2=0
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